Sik mezOoben harmas ut

Pach Janos!

A rajzolas az egyik leg6sibb emberi tevékenység. Eldédeink még barlang-
falra rajzoltdk dbrdikat (” grdfjaikat”), ma inkdbb a szamit6gép képernydjét
hasznaljuk erre a célra. Matematikai szempontbél nincs kiilonbség: mindkét
feliilet ”sik mezd”. A késébbiekben a ”harmas utak” szerepére is fény deriil.
De ne vagjunk a dolgok elébe!

1 Keresztezodések — a téglagyari probléma

Minden graf csucsokbol és élekbdl all. Egy G graf csticshalmaza egy tetszo-
leges véges V(G) halmaz, élhalmaza pedig egy V(G) rendezetlen paraibol
allé E(G) halmaz. G graf lerajzoldsin G egy olyan reprezentaci6jat értjiik,
melyben minden cstcsot a sik egy pontja abrazol, az éleket pedig olyan
onmagukat nem metsz06, folytonos gorbeivek, melyek a megfelelé6 pontparo-
kat kotik Ossze. Az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy az ilyen leraj-
zoldsokban (a) egyetlen él sem halad 4t semelyik (végpontjaitél kiillonbozd)
csicson; (b) nincs két olyan él, melyek érintik egymadst (vagyis, ha két élnek
van kozos belsd pontja, akkor ebben a pontban keresztezik egymadst); és (c)
minden pontban legfeljebb két él keresztezi egymast. Ha egy G grafban
nincs paratlan hosszisagu kor, akkor azt mondjuk, hogy G pdros grdf.

Minden graf sokféleképpen rajzolhaté le. Ha egy G gréf lerajzolhaté ugy,
hogy semelyik két éle se keresztezze egymadst, akkor azt mondjuk, hogy G
sikgrdf. Fary Istvan [11] egy észrevétele szerint, ha egy graf sikgraf, akkor
ugy is lerajzolhato, hogy éleit egyenes szakaszok reprezentaljak.

Nem minden graf sikgraf. Konnyti ellenorizni példaul, hogy n > 5 esetén
a K,-nel jelolt ugynevezett teljes grdf, amely n csiicsbol és az ket 6sszekoto
Osszes (g) lehetséges é1b6l all, nem sikgraf. Szintén nem sikgraf semmilyen
n,m > 3 esetén K, ., egy teljes pdros grdf, melynek csicshalmaza egy
n-elemii és egy m-elemii részhalmazbdl all, és az elsé részhalmaz Osszes
pontjabdl él vezet a masodik részhalmaz Gsszes pontjaba. Ha egy G graf

IMTA Matematikai Kutaté Intézete, 1364 Budapest, Pf. 127. A kutatdsokat az
OTKA és a National Science Foundation tdmogattdk. E-mail: pach@math-inst.hu



Pach Jdnos: Sik mez6ben hdrmas it 2

nem sikgraf, akkor nyilvan nem sikgraf egyetlen olyan graf sem, amely G-bol
ugy keletkezik, hogy éleit kozos belsé pont nélkiili utakkal helyettesitjiik.
Ugyancsak nem lehetnek sikgrafok azok a grafok, melyeknek valamilyen
részgrafja nem sikgraf. Kuratowski egy nevezetes tétele szerint ezzel fel is
soroltuk az Osszes olyan grafot, amely nem sikgraf. A kovetkezo szakaszban
a sikgrafokat egészen masképpen jellemezziik majd (1d. 2.3 Tétel).

Ha egy graf nem sikgraf, akkor — definicié szerint — nem rajzolhaté le
keresztez6dések nélkiil. Turdn P&l [38] vetette fel a kérdést: hogyan kell
lerajzolni egy G grafot, hogy a keresztezddések szdma a lehetd legkisebb
legyen? Ezt a szdmot G keresztezési szdmdnak hivjuk, és CR(G)-vel jeloljiik.
Pontosabban szélva, Turan — maig megoldatlan — problémaja gy sz6l, hogy
minden n,m > 3 szdmpdrra hatdrozzuk meg CR(K,,)-et. Zarankiewicz
egy (tételbdl sejtéssé visszavedlett [14]) allitasa szerint

m m—1 n n—1
Knm) = | =] - [ 2= - 12 - ,
OR(Knm) = 5] [ 5] 1]
de még a
K K
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hatdrértékeket sem ismerjiik [34], [20].

Turan altalaban “téglagyari problémanak” titulalta a fenti kérdést, a-
mely akkor fogalmazddott meg benne, amikor munkaszolgdlatosként téglaval
megrakott vasiuti vagonokat tologatott tarsaival egy gyarudvaron az égeto-
kemencéktol a raktarépiiletekig. Visszaemlékezései szerint a legnagyobb
gondot mindig a sinek keresztezOdéseinél tapasztalt zokkendk okoztdk. De
nem foglalkoztak volna CR(G) becslésével annyian az elmilt negyedszdzad
soran, ha ez lett volna a kérdés egyetlen “gyakorlati alkalmazasa”. A
hetvenes évek elején — jorészt Tom Leighton [22] munkdssiga nyomdan —
kideriilt, hogy egy elektromos hal6zat nyomtatott aramkoron vagy szilikon-
lapocskan valé megépitésének bonyolultsaga szoros kapcsolatban all azzal,
hogy mekkora a megfelel6 graf keresztezési szdma. Ez nagy lendiiletet adott
a témakor kutatdsanak.

2 Kotések — Conway sejtése

Egy graf lerajzolasat kotésnek nevezziik, ha barmely két nem egy csticsbol
kiindulé éle pontosan egyszer keresztezi egymast, az egy csucsbdl kiindulo
élek pedig méasutt nem taldlkoznak.

Konnyti ellenérizni, hogy pl. egy 4-hosszisagu kor (C4) nem rajzolhaté
le kotésként, viszont minden més kor igen [41]. Ha egy G graf nem rajzol-
haté le kotésként, akkor az olyan grafok sem, melyek G-t részgrafként tar-
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talmazzak. Kovetkezésképp, semmilyen kotés nem tartalmazhat 4-hosszi-
sdgu kort, tehat — Erddés Pal egy régi, extremadlis grafelméleti tétele értel-
mében — G-nek legfeljebb n3/2 éle lehet, ahol n jel6li G csticsainak szdmét.
Ennél joval erésebb a kovetkezo régi

Sejtés (J. Conway): Minden kitésnek legfeljebb annyi éle van, ahdny csicsa.

A kotések élszamara az elsO n-ben linearis korlatot Lovasszal és Szegedy-
vel [23] kozosen taldltuk.

2.1 Tétel ([23]): Minden kditésnek legfeljebb kétszer annyi éle van, ahdny
csucsa.

A kotés és a sikgraf bizonyos értelemben ellentétes fogalmak: az egyik-
ben barmely két él metszi egymdst, a mdasikban nincs metszé élpar. A
kovetkez6 tétel mutatja, hogy a két fogalom mégis milyen kozel 4ll egymaés-
hoz.

Egy graf lerajzoldasat pdratlan kétésnek nevezziik, ha barmely két éle
paratlan sokszor metszi egymast. Ha két él ugyanabbdél a pontbdl indul ki,
akkor itt ezt a pontot is a két él metszéspontjanak tekintjiik. Nyilvanvald,
hogy minden kotés paratlan kotés, de ennek forditottja nem igaz. A 4-
hosszusagu kor példaul kotésként nem rajzolhaté le, de paratlan kotésként
igen.

2.2 Tétel ([23]): Egy pdros grdf akkor és csak akkor rajzolhatd le pdratlan
kdtésként, ha sikgrdf.

Erdos egy régi észrevétele szerint minden grafnak van olyan paros rész-
grafja, amely az élek legaldbb felét tartalmazza. Ugyanakkor kozismert,
hogy minden n-cstcsu paros sikgrafnak legfeljebb 2n — 4 éle lehet. Ezért a
2.2 Tételbol azonnal kovetkezik az a — 2.1 Tételnél kicsit gyengébb — allitas,
hogy egy n-cstcst kotésnek maximum 2(2n —4) = 4n — 8 éle lehet (n > 3).

Egy graf lerajzoldsaban hdrmas ttnak neveziink minden olyan (P (u, v),
Py(u,v), P3(u,v)) dthdrmast, melynek tagjai ugyanazon (u,v) pontpdrt
Osszekotd, més kozos csicesal nem rendelkezd utak (melyek a csticsoktol kii-
16nb6z6 helyeken persze még metszhetik egymast). Egy (P;(u,v), Py(u,v),
P3(u,v)) harmas 1trél azt mondjuk, hogy forditd, ha Py, P, és Ps kezdd
szakaszainak u koriili ciklikus sorrendje ellentétes ugyanezen utak végso
szakaszainak v koriili ciklikus sorrendjével.

2.3 Tétel ([23]): Egy G grdf akkor és csak akkor sikgrdf, ha lerajzolhatd
dgy, hogy minden hdrmas utja fordito legyen.

Az éllitas egyik fele trividlis: amennyiben G sikgraf, akkor lerajzolhaté
ugy, hogy élei ne keresztezzék egymast, és ebben a lerajzolasban i nyilvan-
valéan minden harmas it fordité. i Az &llitds masik fele Kuratowski az
el6z6 1 szakaszban mér emlitett tételének segitségével igazolhaté.
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A 2.1 Tételben szerepld kettes faktort G. Cairns és Y. Nikolayevsky [7]
nemrég masfélre javitotta.

3 Mas keresztezési szamok?

Amint azt a 2.3 Tétel is mutatja, a grafok éleinek keresztezodéseivel kap-
csolatos feladatokndl természetes médon meriilnek fel parossigi (paritasi)
kérdések. Ennek oka részben abban a banalis tényben rejlik, hogy ha el-
indulunk egy egyszerii (6nmagat nem metsz8), zart sikgérbe belsejébdl,
akkor aszerint talaljuk magunkat a gorbe belsejében vagy kiilsejében, hogy
azt paros vagy pdratlan sokszor metszettiik.

A kovetkezokben definialjuk a keresztezési szam fogalmanak harom val-
tozatat.

(1) Egy G gréf linedris keresztezési szdma, LIN-CR(G) az a legkisebb szdm,
ahdny keresztezodéssel G lerajzolhato gy, hogy minden éle egyenes szakasz.

(2) G pdronkénti keresztezési szima, PAIR-CR(G) az a legkisebb szim,
ahdny metsz6 élpar lehet G legjobb lerajzoldsdban. (Itt az éleket tetszbleges
folytonos gorbék reprezentalhatjak, tehat két él tobbszor metszheti egymast,
de minden metsz6 élpar csak eggyel jarul hozza PAIR-CR(G) értékéhez.)

(3) G pdratlan keresztezési szdma, ODD-CR(G) az a legkisebb szadm, ahdny
olyan élpar lehet G legjobb lerajzolasaban, melyek paratlan sokszor metszik
egymast.

A definiciékbdl azonnal kovetkezik, hogy

ODD-CR((G) < PAIR-CR(G) < CR(G) < LIN-CR(G).

Bienstock-nak és Dean-nek [6] sikeriilt olyan grafokat konstruélnia, melyek
keresztezési szama 4, de linedris keresztezési szdmuk tetszélegesen nagy
lehet. Az viszont lehetséges, hogy barmely G grafra

ODD-CR((G) = PAIR-CR(G) = CR(G).

Mivel a paratlan keresztezési szam meghatdrozdsa atfogalmazhaté egy
tisztan kombinatorikus feladattd, a fenti hdrom keresztezési szam egybeesése
szikranyi reményt adna arra, hogy viszonylag hatékonyan megbecsiilhetd
CR(G) értéke. Hanani (alias Chojnacki) [8] és William Tutte [39] egy fi-
gyelemremélto tétele szerint, ha egy G graf lerajzolhaté gy, hogy barmely
két éle paros sokszor messe egymadst, akkor G' metszések nélkiil is lerajzol-
hat6. Madsszéval, ha ODD-CR(G) = 0, akkor CR(G) = 0. Megjegyezziik,
hogy Fary — az elso szakaszban mar idézett — észrevétele szerint ekkor az
is igaz, hogy LIN-CR(G) = 0.
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A probléma 6 nehézsége abban rejlik, hogy egy graf annyi lényegesen
kiilonb6z6 mdédon rajzolhaté le, hogy még egy nagy teljesitményi szamito-
gép szamara is reményteleniil nehéz feladat egy kb. 15-csticsi graf barme-
lyik keresztezési szamdnak meghatdrozasa [10].

3.1 Tétel [12],[31]: Egy grdf keresztezési szamdnak, pdronkénti keresztezési
szdmdnak és pdaratlan keresztezési szaimdnak meghatdrozdsa eqyardnt bonyo-
lult, ugynevezett NP-teljes szdmitdsi feladat.

Egyelore csak annyit tudunk belatni, hogy a 3.1 Tételben szerepl6 ke-
resztezési szamok, CR(G), PAIR-CR((G) és ODD-CR(G) értékei nem teljesen
fliggetlenek egymastol.

3.2 Tétel [31]: Bdrmely G grifra

Cr(G) < 2(opD-CR(G))2

Ez utébbi allitas bizonyitdsa a Hanani—Tutte tétel kdvetkezo élesitésén
alapul:

3.3 Tétel [31]: Egy tetszdlegesen lerajzolt grafot mindig ijra lehet rajzolni
gy, hogy azok az élei, melyeket eredetileg minden mds él pdros sokszor
metszett, ne vegyenek részt semmilyen metszésben.

[28]-ban az eredeti Hanani-Tutte tételt alkalmazzuk egy robotikdban
felvet6dé kérdés megvélaszoldsara [19].

4 Egyenesvonalu grafok

Conway sejtését, melyet a masodik szakaszban részletesebben targyaltunk,
H. Hopf és E. Pannwitz [15] ill. (t6liik fiiggetleniil) Erdés Pl jéval a feladat
kitiizése elott igazoltdk “egyenesvonalu kotésekre”.

Az oly médon lerajzolt grafokat, hogy az éleket egyenes szakaszok rep-
rezentaljak, geometriai grdfoknak hivjuk [24], [25], [26]. Két geometriai
grafot csak akkor tekintiink izomorfnak (egyformdnak), ha a sik alkalmas
mozgatasaval fedésbe hozhatdak.

Hopf-Pannwitz—Erdés Tétel: Ha eqy geometriai grdf bdrmely két éle
metszi eqymdst, akkor legfeljebb annyi éle lehet, ahdny csicsa.

A geometriai grafokra vonatkozé extremalis feladatok szisztematikus
vizsgalatat S. Avital-H. Hanani [4], Erdés, Micha Perles és Yaakov Kupitz
[21] kezdeményezték. Téliik szdrmazik egyebek kozott a kovetkezé feladat:
legfeljebb hany éle lehet egy n-csticsi geometriai grafnak, ha nincs benne &
darab paronként diszjunkt é17 (Itt “diszjunkton” azt értjiik, hogy sem kozos
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végpontjuk, sem metszéspontjuk nem lehet.) Jeldljiik ezt a maximumot
ex(n)-nel!

A fenti tétel gy is fogalmazhaté, hogy minden n > 2 esetén ey(n) = n.
Noga Alon és Erdés [2] bebizonyitottdk, hogy e3(n) < 6n. Ezt a korlatot
azota a felére javitottak [13]. Hosszi ideig megvélaszolatlan volt a kérdés,
hogy ex(n) minden rogzitett k-ra linedris-e n-ben.

4.1 Tétel [32]: Minden k-ra és n-re ex(n) < (k — 1)*n.

Ezt a becslést elobb T6th Géza és Pavel Valtr [37] javitotta meg, majd
Téth Géza igazolta, hogy ex(n) < 100k?n. Igen valészintinek latszik, hogy
tulajdonképpen ey (n) k-t6l valo fliggése is linedris.

A fentiekkel teljesen analdég médon felvethetd, hogy legfeljebb hany
éle lehet egy n cstcsi geometriai grafnak, ha nincs benne k£ paronként
keresztez6d6 él. Jeldljiik ezt a szdmot fi(n)-nel! Euler egy klasszikus for-
muléjabdl azonnal adédik, hogy n > 2 esetén minden n-csicsu sikgrafnak
legfeljebb 3n — 6 éle lehet. Ez tgy is fogalmazhaté, hogy fo(n) = 3n — 6.

4.2 Tétel [1]: f3(n) = O(n).
4.3 Tétel [27]: Minden rigzitett k > 3 esetén fr(n) = O(nlog®*~%n).

Nemrég Valtr-nak [40] sikeriilt beldtnia, hogy minden rogzitett k£ > 3
esetén fr(n) = O(nlogn), de sejthetéen fr(n) = O(n). Az sem kizért,
hogy van egy olyan c¢ konstans, hogy minden k-ra és n-re fx(n) < ckn, de
egyelore még azt sem tudjuk eldonteni, hogy vajon minden teljes n-csicsi
geometriai graf tartalmaz-e legaldbb konstansszor n paronként metszo élt.
A legerOsebb ilyen irdnyt eredmény a kovetkezo:

4.4 Tétel (3] Minden teljes n-csicsi geometriai grifban van legaldbb
|\/n/12] pdronként metszd él.

Egy kozelmultban sziiletett cikksorozatunkban [16], [17], [18] geometriai
grafokra vonatkozd ugynevezett Ramsey-tipusu tételeket bizonyitottunk,
melyek szorosan kapcsolédnak e szakasz témdjahoz, [9]-ben pedig a fenti
eredményeket altaldnositottuk geometriai hipergrdfokra (szimplexrendsze-
rekre).

5 Egy szamitogépes grafikai alkalmazas

Nagy 6rom egy matematikus szamara, ha kutatasai némi érdeklodést val-
tanak ki szakteriiletének berkein kiviil is. Még kiilonlegesebb érzés, ha
eredményeit mas tudomanyokban — vagy nagy ritkdn a gyakorlatban —
hasznositjak.
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Az elmilt hisz évben a kombinatorikus geométereknek viszonylag gyak-
ran lehetett résziik ebben a felemel6 élményben. A gyartasi feladatok
automatizalasa a robotika forradalmahoz vezetett, ami olyan matematikai
kérdések tomkelegét hozta felszinre, melyek megoldasa 1j kombinatorikus
geometriai mddszereket igényelt [35]. Hasonlé hatdssal volt a témakor
fejlodésére a szamitogépes grafika, melyet a tervezé mérnokoktol a film-
gyartokig szinte mindenki haszndl, akinek komputerrel van dolga [5].

Befejezésiil roviden vazolunk egy olyan matematikai eredményt, amely
viszonylag kozvetleniil alkalmazhaté a a komputeres grafikdban. Ma maér
majdnem minden forgalomban 1év6 grafikai programcsomagban vannak olyan
(dgynevezett warping vagy morphing) programok, amelyek alkalmasak dbrék,
képek deformaldsara. Ezen programok jo részét eredetileg az animacios- és
rekldmfilmek készit6i szdmara irtdk, de a felhaszndldk kore azédta jelentésen
boviilt.

Az ilyen tipusi programokban altalaban az egyik fontos 1épés, hogy rog-
zitjiik a kiinduldsi 4bra (mondjuk egy egyenes szakaszokkal rajzolt sikgraf)
néhdny alappontjat (cstcsat), majd kijeloljiik a sfkon ezen pontok 1j helyét.
Szeretnénk a grafot gy lerajzolni, hogy élei tovabbra se messék egymaést.
Altaldban nem kéovetelhetd meg, hogy az éleket ebben a lerajzoldsban is
szakaszok reprezentdljak, mert tobbnyire nincs olyan rajz, ami ennek a
feltételnek is eleget tesz. Célunk az, hogy az éleket egymast nem keresz-
tez6 torottvonalakkal abrazoljuk, és lehetdleg kevés toréspontot vezessiink
be. Programunk bonyolultsaga és futasideje egyenesen aranyos a bevezetett
toréspontok szamaval.

5.1 Tétel [33]: Minden n-csiucsi sikgraf djrarajzolhatd gy, hogy csics-
pontjainak j helyét tetszdlegesen riogzitjik, és minden élét eqy legfeljebb
24n szakaszbol dallo torottvonal reprezentdlja.

Eqy ilyen rajz eqy konstansszor n? futdsideji algoritmussal megszerkeszt-
hetd.

A kovetkezo allitas mutatja, hogy a fenti tétel lényegesen nem javithato.

5.2 Tétel [33]: Minden n-re van olyan n-csiucsi Gy, sikgrdf, melyre kijelol-
hetd a csucspontok uj helye igy, hogy G, minden torottvonald lerajzoldasdaban
legaldbb n/100 olyan él van, amely legaldbb n/100 szakaszbdl dll.

E tétel bizonyitdsa egy Leighton [22] altal felfedezett (és [27]-ban kissé
tovabbfejlesztett) allitdson alapul, amely rendkiviil hasznosnak bizonyult
szamos mas — grafok beagyazasaival kapcsolatos — extremdlis és algorit-
mikus feladat megolddsdban.

Egy graf egy csiicsanak fokdn a benne talalkozo élek szamat értjiik. Egy
graf kettévdgdsi szdma az a legkisebb egész, ahany él elhagyasaval a graf
két olyan darabra esik szét, melyek kozott nem fut él, és a nagyobbik darab
legfeljebb kétszer annyi csicsbdl all, mint a masik.
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5.3 Tétel [22],[27]: Legyen G egy n-csicsi grdf, melynek keresztezési szdma
CR(G), és csucsainak foka dy,ds, ..., d,. Ekkor G kettévdgdsi szama legfel-
jebb

1.58\] 16Cr(G) + ) d2.
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